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Exemple d’anneau principal et non-euclidien

1+iv/19
—
On remarque que o +a@ = 1, aa@ = 5 et que o®> —a+ 5= 0. Onadonc:Z[a]:{z:a—f—baéC|a,b€Z}.
On définit alors la norme N : Z[a) — N .
z=a+ba +— 2Z=a%+ab+ 5b?

On notera pour tout ce développement o =

Lemme 1. Soit A un anneau euclidien. Il existe x € A\ A* tel que la restriction & A* U {0} de la projection
canonique de A sur A/(x) soit surjective.

Démonstration du lemme 1.

Si A est un corps, = 0 convient.

Sinon, parmi les éléments de A non nuls et non inversibles, on choisit z tel que v(z) soit minimal.

Alors,sia € A, on aa=xq+r avec r =0 ou v(r) = v(z), donc a = r mod z.

Mais, si r # 0, comme v(r) < v(x), r est inversible, et a est bien égal, modulo (z), & 0 ou & un élément de A*.
O

‘Théoréme 2. Zla] n'est pas euclidien.

Démonstration du théoréme 2.

(i) Montrons que (Z[a])* = {1, —-1}.
Soit z = a + ba € (Z[a])*. On a N(2)N(271) = N(z27) = N(1) = 1.
Comme N(z),N(271) € N, on a N(z) = a® + ab+ 5b* = 1.
Or, b2 + a? + ab = b% + a® — |ab| = (|b] — |a|)? = 0, donc 1 = a? + ab + 5b2 > 4b°.
On en déduit que b = 0, puis que a = £1. Donc (Z[a])* = {1,-1}.

(ii) Supposons que Z[a] est euclidien.
Alors par la propositon, il existe € Z[a] \ {1,—1} tel que la restriction a {1,—1,0} de la projection
canonique de Z[a] sur Z[a]/(x) soit surjective.
Z[a]/(x) est donc un corps de cardinal inférieur ou égal a 3. Donc Z[o]/(z) = K, avec K 2 Fy ou Fs.
On en déduit I'existence d’un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : Z[o] — K.
Alors 3 = p(a) vérifie 32 — 8+ 5 = 0. Mais cette équation ne posséde de solution ni dans Fy ni dans Fs.
On aboutit donc & une contradiction, et Z[«a] n’est donc pas euclidien.

O

Lemme 3 (Pseudo division euclidienne). Soient a,b € Z[a] \ {0}. Alors il existe q,r € Z[a] tels que :
—a=bg+r ou2a=0bqg+r
— r =0 ou N(r) < N(b)

Démonstration du lemme 3.

Soit v = ¢ = Z% € C, que l'on écrit x = u + va, avec u,v € Q. Soit n = |[v]. Ona v € [n,n + 1.
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— Supposons que v & [n+ %,n+ 2.
Soient alors s et t les entiers les plus proches de u et v respectivement. On a |s — u| < & et [t —v| < 3.
On pose alors ¢ = s + ta, de sorte que ¢ est dans A et on a :

1 1 5
N — = — 2 — _ _ 2<7 - 9 _ 1
(x—q)=(s—u)*+ (s —u)(t —v)+5(t—v) 4+6+9 A36<
Sion pose r = a — bg = b(z — g), on a bien N(r) < N(b).

— Supposons que v € |n+ 1,n + %[
On considére alors 2z = 2u + 2va et m = |2v], et on a :

1 1 1 2
2v € 2n+1—3,2n+1—|—3[ puis20§£}m+3,m+3{

On est ramené au cas précédent, et on a 2a = bq + r avec N(r) < N(b).

‘Théoréme 4. Z[a] est principal.

Démonstration du théoréeme 4.

(i) L’idéal (2) est maximal dans Z[a]. Comme on a Z[a]/(2) = (Z[X]/(X? - X +5))/(2), on en déduit que :
Zla)/(2) 2 Z[X]/(2,X* - X +5) 2 (Z[X]/(2))/(X? + X + 1) = (Z/2Z)[X]/(X? + X + 1)

Or le polynoéme X2 + X + 1 est irréductible sur Z /27, donc Z[a]/(2) est un corps, donc (2) est maximal.

(ii) Soit I un idéal non trivial de Z[a], et soit a € T\ {0} tel que N(a) soit minimal.
Si I = (a), on a terminé. Sinon, soit « € I\ (a), et appliquons le lemme :
— Siz=aq+r, avec N(r) < N(a) our =0.
Comme r € I, on a r = 0 par minimalité de N(a), donc x € (a), c’est une contradiction.

— Si 2z =aq+r, avec N(r) < N(a) ou r =0, on a de la méme maniére r = 0 puis 2z = aq.
Comme (2) est maximal, donc premier, on a soit a € (2) soit g € (2).
Siq € (2),q=2q et x € (a), contradiction.
On a donc ¢ € (2) et a € (2). On note a = 24/, d’ou z = a/q € ().
Comme (2) est maximal et ne contient pas ¢, on a (2,q) = Z[a/.
On a donc Pexistence de A, i € Z[a] tels que 2\ + qu = 1.
On en déduit @’ = 2Xa’ + qua’ = Aa + px, donc o’ € I, ce qui contredit la minimalité de N (a).

Ainsi forcément I = (a), donc Z[a] est principal.

Conclusion. Z [HlT‘/E} est un exemple d’anneau principal non-euclidien. <
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